<'_—
Liczbowy proces (rozwiazanie) \\%)

XIV OlJ, zawody | stopnia, tura ukryta Autor zadania:  Karol Pokorski |n|%'ri$§§§§zana
14 pazdziernika 2019 — 13 stycznia 2020 Opracowanie:  Jakub Boguta, Jakub Wasilewski Juniorow

Zastanéwmy sie jak wyglada liczbowy proces zdefiniowany w zadaniu. Liczby, ktére uzyskamy za jego pomoca, bedziemy
nazywac wyroznionymi. Z tresci zadania widzimy, ze pierwsze cztery wyréznione liczby to 1,2,6 i 42. Warto zauwazy¢, ze
kazda kolejna liczba bedzie wieksza od poprzedniej, czyli ciag powstaty w wyniku naszego procesu bedzie Scisle rosnacy.

Zastanoéwmy sie, ile jest liczb wyréznionych nie przekraczajacych 5 - 10° (czyli ograniczenia na wielkos¢ zapytania w
zadaniu). Aby to zrobi¢, napiszmy prosty program, ktéry symuluje proces i zlicza wszystkie otrzymane liczby, az do 5-10°.

lic_symulacja.cpp

1 #include "bits/stdc++.h"

2

3 using namespace std;

4

5 // Maksymalna liczba, o ktérg moze pojawié sie zapytanie.

6 const long long LIMIT = 5000000000LL;

7

8 // Funkcja f zdefiniowana w zadaniu - zwraca sume cyfr liczby n.

o int f(long long n) {

10 // Deklarujemy zmienng na sume.

11 int suma = 0;

12 // Dopdki liczba n nie jest réwna zero,

13 while (n '= 0) {

14 // dodaj do sumy ostatnig cyfre (reszte z dzielenie przez 10)

15 suma +=n % 10;

16 // i usun te cyfre (podziel te liczbe przez 10).

17 n /= 10;

18 }

19 // Na koncu zwré¢ sume.

20 return suma;

21 }

22

23 // Funkcja g zdefniowana w zadaniu, zwraca n + f(n) * f(n).

24 long long g(long long n) {

25 // Zapisujemy f(n) jako zmienng, aby nie liczy¢ tej funkcji dwukrotnie.

26 int fn = f(n);

27 // Zwracamy wartos$¢ funkcji g dla liczby n.

28 return n + fn x fn;

29 }

30

31 int main() {

32 // Deklarujemy licznik, ktdéry powie nam ile liczb jest w naszym ciagu.

33 int licznik = 0;

34 // Zaczynamy od n = 1.

35 long long n = 1;

36 // Dopdki n jest nie wieksze niz nasz limit:

37 while (n <= LIMIT) {

38 // zwieksz licznik (mamy kolejna liczbe, ktdéra jest w ciggu)

39 licznik++;

40 // i zamien n na g(n).

41 n = g(n);

42 }

43 // Wypisz liczbe liczb w ciagu.

44 cout << licznik << "\n";

45 }
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lic_symulacja.py
# Maksymalna liczba, o ktdrg moze pojawi¢ sie zapytanie.
LIMIT = 5000000000

# Funkcja f zdefiniowana w zadaniu - zwraca sume cyfr liczby n.
def f(n):
# Deklarujemy zmienng na sume.
suma = 0
# Dopoki liczba n nie jest réwna zero,
while n != 0:
# dodaj do sumy ostatnig cyfre (reszte z dzielenie przez 10)
suma += n % 10
# 1 usun te cyfre (podziel te liczbe przez 10).
n//=10

# Na koncu zwrdéc¢ sume.
return suma

# Funkcja g zdefniowana w zadaniu, zwraca n + f(n) * f(n).
def g(n):
# Zapisujemy f(n) jako zmienng, aby nie liczy¢ tej funkcji dwukrotnie.
fn = f(n)
# Zwracamy wartos$¢ funkcji g dla liczby n.
return n + fn % fn

# Deklarujemy licznik, ktéry powie nam ile liczb jest w naszym ciagu.
licznik = 0
# Zaczynamy od n = 1.
n=1
# Dopdki n jest nie wieksze niz nasz limit:
while n <= LIMIT:
# zwieksz licznik (mamy kolejng liczbe, ktéra jest w ciggu)
licznik += 1
# 1 zamien n na g(n).
n = g(n)

# Wypisz liczbe liczb w ciagu.
print(licznik)

Po uruchomieniu takiego programu dowiadujemy sie, ze takich liczb jest tylko 2962717, a wiec wystarczajagco mato,
aby napisana powyzej symulacje zawrze¢ w naszym rozwigzaniu, a przy tym zmiesci¢ sie w czasie. Nie mozemy jednak
sobie pozwoli¢ na uruchamianie tego procesu dla kazdego zapytania osobno.

Zatézmy, ze mozemy zapisaC wszystkie liczby wyréznione w tablicy/liscie. Zatézmy takze, ze mamy wszystkie zapytania
zapisane w drugiej tablicy/liscie, dodatkowo posortowane.

liczby wyréznione

1 2 6 42 78 | 303

1 2 2 30 42 | 731

zapytania

Teraz nasz algorytm (zwany metoda dwoch wskaznikéw) bedzie wygladat nastepujaco. Ustawiamy dwa wskazniki
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(strzatki) na poczatki naszych tablic/list. Sprawdzamy elementy wskazywane przez wskazniki. Oznaczmy przez aktualna
liczbe na ktéra obecnie pokazuje wskaznik w liscie/tablicy liczb wyréznionych, a zapytanie odpowiedni element w tabli-
cy/liscie zapytan. Mamy trzy mozliwosci:

1. aktualna = zapytanie. Jezeli tak jest, oznacza to, ze liczba we wtasnie sprawdzanym zapytaniu wystepuje na liscie
liczb wyréznionych. Zaznaczamy, ze odpowiedZ jest twierdzaca dla tego zapytania i przesuwamy wskaznik w prawo
w naszej tablicy/liscie zapytah (moze sie zdarzy¢, ze mamy wiecej zapytan o te sama liczbe).

2. aktualna > zapytanie. Oznacza to, ze dla tego zapytania odpowiedZ jest negatywna — zapytanie nie wystepuje
wsrdd liczb wyréznionych. Zapisujemy odpowiednia odpowiedZ i przechodzimy wskaznikiem w tablicy/liscie zapytan
W prawo.

3. aktualna < zapytanie. Oznacza to, ze aktualna juz nie bedzie nam potrzebna, bo wszystkie pozostate zapytania sa
od niej wieksze. Musimy sie przesuna¢ do kolejnej liczby w tablicy/liscie liczb wyréznionych. Przesuwamy odpowiedni
wskaznik w prawo.

Ponizej znajduje sie graficzna wizualizacja pierwszych krokoéw tego algorytmu dla naszego przyktadu:

]1|2|6|42|78|303\--- ]1|2|6|42|78|303\--- ]1|2|6|42|78|303\---
[T [:[wlek o laf o[ laf
4 4+ 4

[1]2] 6 [a2]78]03] [ 1] 2] 6 [a2]78]s08] [1]2] 6 [a2]7s]p03] -

4 4+ 4
| 1] 2] 6]42]78]308] - | 1]2]6]42]7s]308 - | 1] 2] 6 42]78]s03] -
731 731 731
4 4+ 4

Mamy zatem algorytm, ktéry odpowiada na wszystkie zapytania i mozemy zastanowi¢ sie jaka jest jego ztozonosc.
Zauwazmy, ze w kazdym kroku przesuwamy ktéry$s ze wskaznikéw w prawo. Zatem sumarycznie wykonamy O(Q + P)
krokéw, gdzie P oznacza liczbe elementéw w tablicy liczb wyréznionych.

Zauwazmy, ze nie musimy nawet trzymac catej listy/tablicy liczb wyréznionych w pamieci. Zamiast tego bedziemy
generowac liczby wyréznione po jednej — robiliSmy to juz w powyzszej symulacji — i pamietac tylko jedna, aktualnie potrzebna.
Zamiast przesuniecie wskaznika w prawo do nastepnej liczby w tablicy, bedziemy po prostu generowa¢ w tym momencie
nastepng liczbe i zapomina¢ o poprzedniej.

Ostatecznie zatem algorytm bedzie wczytywat wszystkie zapytania do listy/tablicy, sortowat je, a nastepnie uzywat
metody dwdch wskaznikéw (z drugim wskaznikiem generujacym kolejne liczby wyréznione) do znalezienia odpowiedzi na
podane zapytania. Zauwazmy, ze oprécz samego zapytania, musimy tez trzymac, ktdére to zapytanie byto na wejsciu.
Dlatego w obu wzorcowych rozwiazaniach uzywamy par, ktére sktadaja sie z zapytania oraz jego indeksu.

Ztozono$¢ czasowa wzorcowego rozwiazania to O(Q log(Q) + P), a pamieciowa to O(Q).

lic.py

1 # Maksymalna liczba, o ktérg moze pojawié sie zapytanie.

2 LIMIT = 5000000000

3

4

5 # Funkcja f zdefiniowana w zadaniu - zwraca sume cyfr liczby n.

6 def f(n):

7 # Deklarujemy zmienng na sume.
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8 suma = 0
9 # Dopdéki liczba n nie jest réwna zero,

10 while n !'= 0:

11 # dodaj do sumy ostatnig cyfre (reszte z dzielenie przez 10)
12 suma += n % 10

13 # i usun te cyfre (podziel te liczbe przez 10).

14 n//= 10

15

16 # Na koncu zwrdé¢ sume.

17 return suma

18

19

20 # Funkcja g zdefniowana w zadaniu, zwraca n + f(n) * f(n).
21 def g(n):

22 # Zapisujemy f(n) jako zmienng, aby nie liczy¢ tej funkcji dwukrotnie.
23 fn = f(n)

24 # Zwracamy wartos$¢ funkcji g dla liczby n.

25 return n + fn « fn

26

27

28 def main():

29 # Deklarujemy i wczytujemy liczbe zapytan.

30 g = int(input())

31

32 # Deklarujemy wektor na zapytania.

33 # Zapytania bedziemy trzymali jako pare okreslajgca liczbe, o ktéra

34 # pytamy, a takze indeks zapytania (ktdére to by*o zapytanie w kolejnosci).
35 M=T]

36 for i in range(q):

37 m = int(input())

38 M.append((m, 1))

39

40 # Sortujemy wszystkie zapytania.

41 M.sort()

42

43 # Deklarujemy wektor na nasze odpowiedzi, ktére bedziemy uzupetniac.
44 odpowiedz = [False for _ in range(q)]

45

46 # Zaczynamy od n = 1.

47 n=1

48

49 # Deklarujemy wskaznik na wektor M, poczatkowo réwny zero.
50 wsk-m = 0

51

52 # DopOki n jest nie wieksze niz nasz limit:

53 while n <= LIMIT:

54 # Sprawdzamy czy aktualna warto$¢ w wektorze M jest mniejsza od n.

55 while wsk_m < q and M[wsk_m][0] < n:

56 # Jezeli tak, to musimy przesung¢ nasz wskaznik w prawo.

57 wsk_m += 1

58

59 # Sprawdzamy teraz czy aktualna wartos$¢ w wektorze M jest rdéwna n.

60 while wsk_m < g and M[wsk_m][0] == n:

61 # Jezeli tak, to dang warto$¢ mozemy uzyskaé¢ w procesie,

62 # dlatego ustawiamy odpowiednia odpowiedZ na true.

63 odpowiedz [M[wsk_-m][1]] = True

64 # Nastepnie przesuwamy wskaznik w prawo.

65 wskem += 1
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66

67 # Zamieniamy n na g(n).

68 n = g(n)

69

70

71 # Finalnie, dla wszystkich zapytan wypisujemy odpowiednie odpowiedzi.

72 for i in range(q):

73 if odpowiedz[i]: print("TAK")

74 else: print("NIE")

75

76

77 main()

lic.cpp

1 #include "bits/stdc++.h"

2

3 using namespace std;

4

5 // Maksymalna liczba, o ktdérg moze pojawié sie zapytanie.

6 const long long LIMIT = 5000000000LL;

7

8 // Funkcja f zdefiniowana w zadaniu - zwraca sume cyfr liczby n.

9 int f(long long n) {

10 // Deklarujemy zmienng na sumeg.

11 int suma = 0;

12 // Dopdki liczba n nie jest rdéwna zero,

13 while (n !'=0) {

14 // dodaj do sumy ostatnig cyfre (reszte z dzielenie przez 10)

15 suma += n % 10;

16 // i usun te cyfre (podziel te liczbe przez 10).

17 n /= 10;

18 }

19 // Na koncu zwré¢ sume.

20 return suma;

21 }

22

23 // Funkcja g zdefniowana w zadaniu, zwraca n + f(n) x f(n).

24 long long g(long long n) {

25 // Zapisujemy f(n) jako zmienng, aby nie liczy¢ tej funkcji dwukrotnie.

26 int fn = f(n);

27 // Zwracamy wartos¢ funkcji g dla liczby n.

28 return n + fn = fn;

29 }

30

31 int main() {

32 // Deklarujemy i wczytujemy liczbe zapytan.

33 int q;

34 cin >> q;

35

36 // Deklarujemy wektor na zapytania.

37 // Zapytania bedziemy trzymali jako pare okreslajaca liczbe, o ktdra

38 // pytamy, a takze indeks zapytania (ktére to byto zapytanie w kolejnosci).

39 vector <pair <long long, int>> M(q);

40 for (int i=0; i<q; i++) {

41 long long m;

42 cin >> m;

43 M[i] = make_pair(m, 1i);

44 }

45
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46 // Sortujemy wszystkie zapytania.

47 sort(M.begin(), M.end());

48

49 // Deklarujemy wektor na nasze odpowiedzi, ktdre bedziemy uzupetniac.
50 // Poczatkowo wszystko jest ustawione na 0 (czyli fatsz).
51 vector <bool> odpowiedz(q);

52

53 // Zaczynamy od n = 1.

54 long long n = 1;

55

56 // Deklarujemy wskaznik na wektor M, poczatkowo réwny zero.
57 int wsk-m = 0;

58

59 // Dopdki n jest nie wieksze niz nasz limit:

60 while (n <= LIMIT) {

61 // Sprawdzamy czy aktualna wartos¢ w wektorze M jest mniejsza od n.

62 while (wsk_-m < q and M[wsk_m].first < n) {

63 // Jezeli tak, to musimy przesuna¢ nasz wskaznik w prawo.

64 wSK_m++;

65 }

66 // Sprawdzamy teraz czy aktualna warto$¢ w wektorze M jest réwna n.

67 while (wsk_m < q and M[wsk_m].first == n) {

68 // Jezeli tak, to dang warto$¢ mozemy uzyskaC w procesie,

69 // dlatego ustawiamy odpowiednig odpowiedZ na true.

70 odpowiedz[M[wsk_m].second] = true;

71 // Nastepnie przesuwamy wskaznik w prawo.

72 wSK_m++;

73 }

74 // Zamieniamy n na g(n).

75 n = g(n);

76 }

77

78 // Finalnie, dla wszystkich zapytan wypisujemy odpowiednie odpowiedzi.

79 for (int i=0; i<q; i++) {

80 if (odpowiedz[i]) cout << "TAK\n";

81 else cout << "NIE\n";

82 }

83 }
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