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Nietrudno domysli¢ sie, ze mamy do czynienia z zadaniem grafowym. Miasta Bajtocji stanowia wierzchotki grafu, a drogi
je taczace sg krawedziami z waga réwnga kosztowi przejazdu ta droga.

Nieco nietypowym jest fakt, ze waga Sciezki miedzy wierzchotkami w grafie jest waga najciezszej krawedzi wystepujacej
na sciezce (zazwyczaj jest to suma wag), uniemozliwia to stosowanie standardowych algorytméw dla problemu najkrétszych
Sciezek (np. algorytmu Dijkstry). Z drugiej jednak strony, mozemy zawuazy¢, ze aby sprawdzi¢ czy dwa wierzchotki mozna
potaczy¢ tylko krawedziami o koszcie nie przekraczajacym z goéry zatozonego limitu, nie musimy nawet zna¢ doktadnej
struktury grafu. Wystarczy wiedzie¢ czy wierzchotki sa w tej samej czy réznej spojnej sktadowej podgrafu zawierajacego
krawedzie o koszcie co najwyzej réownym zatozonemu limitowi. Nie jest przy tym istotne jakimi konkretnie krawedziami
przejdziemy.

Mozemy wiec zacza¢ od grafu, ktéry nie zawiera zadnych krawedzi i doktadac¢ je w kolejnosci rosnacych kosztow. Utrzy-
mujemy strukture Union-Find, w ktorej wierzchotki lezagce w tej samej spojnej grafu sa w tym samym zbiorze, a wierzchotki
lezace w roznych spéjnych sa w réznych zbiorach. Dodanie krawedzi powoduje potaczenie odpowiednich zbioréw. Przy
odpowiedniej implementacji (kompresja $ciezek lub taczenie wedtug rang) mozna pokaza¢, ze zamortyzowany koszt takie;
operacji nie przekracza O(log N). W dowolnym momencie wykonania algorytmu, dla kazdego zbioru w strukturze Union-
Find utrzymujemy dodatkowo liczbe wierzchotkéw a; z tego zbioru, w ktérych poczatkowo znajdowaty sie ciezaréwki oraz
liczbe wierzchotkéw b; z tego zbioru, w ktérych docelowo maja sie znalez¢ ciezaréwki. Mozemy, wiec w danym momen-
cie przenies¢ jedynie min(a;, b;) ciezaréwek na swoje miejsce i oczywiscie optaca sie to zrobi¢ jak najwczesniej (aby jak
najczesciej uzy¢ krawedzi o jak najmniejszych kosztach). A zatem, w momencie dodania krawedzi grafu, gdy pewne dwie
spojne o parametrach (a’,b”) oraz (a”,b’’) sa taczone, uzyskujemy nowa spéjna o parametrach (a’ +a”’,b’ + b”’) i doktadnie
min(a’ + a”,b’ + b”") — min(a’,b’) — min(a’”,b’’) nowych ciezarowek przejedzie dodawana krawedzia grafu jako najdrozsza
na swojej Sciezce. Dodajemy te liczbe razy wage krawedzi do wyniku.

Ostatecznie, zaktadajac, ze M = Q(N), taczny czas dziatania algorytmu jest zdominowany przez ztozonos¢ sortowania
krawedzi i wynosi O(M log M).

Niektdre inne mozliwe rozwigzania
e spowolnione warianty rozwigzania wzorcowego,

e probowanie wszystkich k! mozliwych dopasowan wierzchotkéw zrédtowych do docelowych,

e rozwiazania dla drzew lub ogdlnie: na przyktad znajdowanie najtanszej trasy od jeszcze nieprzeniesionych ciezaréwek
do wszystkich mozliwych pozycji docelowych (dla drzew mozna to robi¢ dowolnym algorytmem przeszukiwania grafu)
i zachtanne dopasowanie do siebie kofncéw najtanszej sciezki (usuwajac znaleziony wierzchotek zrédtowy i docelowy
Z rozwazan),

e bardziej skomplikowane i wolniejsze od wzorcowego rozwigzanie oparte o min-cost max-flow.
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