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XVIII OlJ, zawody | stopnia |nf%'ri$'§§3§zana
25.09.2023 — 8.01.2024 Juniorow

Dziekujemy Wam za udziat w zawodach | stopnia XVIII Olimpiady Informatycznej Juniorow. Mamy nadzieje, ze dobrze
bawiliscie sie rozwigzujac zadania olimpijskie i ze udato sie Wam zdoby¢ jak najwiecej punktéw. Ponizej znajduje sie opis
proponowanych rozwigzan.

Artykuty prawne

Zastanowmy sie przez chwile, jak beda wygladaty wszystkie dopiski literowe. Warto sobie rozpisa¢ kilka przyktadéw, co
zrobimy w ponizszej tabeli.

N | wynik || N | wynik || N | wynik N | wynik
1 a 27 za 53 zza 79 zZzza
2 b 28 zb 54 zzb 80 zzzb
3 C 29 zC 55 ZzZC 81 ZZZC

25 N 51 zy 77| zzy 103 | zzzy
26 z 52 zZZ 78 ZZZ 104 | zzzz

Mozna zauwazy¢, ze zawsze zacznie sie od pewnej liczby liter z (by¢ moze zera), po ktérych moze wystapi¢ dodatkowa
litera (by¢ moze takze réwna z). Dla ustalenia uwagi, zat6zmy ze ostatnia litera nigdy nie jest czescia bloku ztozonego z
z, nawet jezeli jest z.

Mamy zatem dwa podproblemy: ile z nalezy wypisac i jaka litere nalezy wypisa¢ na koncu. Podproblemy te rozwigzemy
osobno.

Po pierwsze zastanowimy sie jak wiele z musi sie znalez¢ na poczatku. Z powyzszej tabeli mozna zaobserwowac, ze
punkty od 1 do 26 beda zawieraty zero liter z. Z kolei wszystkie punkty od 27 do 52 zawieraja jedno z, a punkty od 53
do 78 dwa z, i tak dalej. Innymi stowy, dopoki N jest wieksze od 26, mozemy zawsze wypisa¢ pojedyncze z i zredukowac
problem, do prostszego problemu z N — 26. De facto oznacza to przejscie w naszej tabeli do kolumny po lewej stronie.
Mozemy zatem w pojedynczej petli while, dopdki N wieksze niz 26, wypisywac jedno z i odejmowac 26 od N.

Teraz pochylmy sie nad drugim podproblemem. Zauwazmy, ze metodyczne odejmowanie 26, ktdre zastosowalismy w
poprzedniej czesci, sprawi, ze znajdziemy sie zawsze w pierwszej kolumnie tej tabeli (od 1 do 26). Wystarczy zatem, ze
bedziemy znali odpowiedzi dla pierwszej kolumny tej tabeli. To okazuje sie proste, bo widzimy, ze wystarczy wypisac jedynie
N-t3 kolejna litere alfabetu angielskiego (poczynajac od a).

Warto tutaj wspomnie¢, ze litery (i znaki) w komputerze s3 reprezentowane przez ich kody ASCII (skrét z angielskiego
American Standard Code for Information Interchange). Zobacz https://pl.wikipedia.org/wiki/ASCII, aby dowiedzie¢
sie wiecej. Nam wystarczy wiedzie¢, ze kazda litera ma jakis kod i litery te sa w kolejnosci alfabetycznej w tym kodzie, tj. a
ma kod 97, b ma kod 98, ¢ ma kod 99, i tak dalej az do z, ktére ma kod 122. Zatem, aby dosta¢ kolejna litere, wystarczy
zwiekszy¢ jej kod o 1.

W C++ mozemy to zrobi¢ do$¢ prosto:

1 char litera = 'a’;
2 litera++;
3 cout << litera; // Wypisze 'b’.

W Pythonie nie mozemy bezposrednio uzy¢ kodu ASCIIl. Do konwersji pomiedzy kodem a znakiem, uzywamy funkgcji
ord i chr:
1 litera = ’'a
2 # Funkcja ord() zwraca warto$¢ ASCII znaku, np. ord(’a’) zwréci 97.
3 kod = ord(litera)
4 kolejna_litera = kod + 1

’
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5 # Funkcja chr() przeksztatca warto$s¢ ASCII na odpowiadajacy jej znak,
6 # np. chr(97) zwréci 'a’.
7 print(chr(kolejna_litera)) # Wypisze 'b’.

Idealny batwan

Oznaczmy przez R promien najmniejszej kuli. Wtedy promienie wszystkich trzech kul to R, 2R i 3R.

Aby zbudowa¢ te kule potrzebujemy R?, 4R?, 9R? wiaderek $niegu odpowiednio, co sumarycznie daje nam R? + 4R? +
9R? = 14R2. 7 kolei wysokos¢ tego batwana to 2R + 4R + 6R = 12R.

Zadanie zatem sprowadza sie do znalezienia najwiekszego naturalnego R, takiego ze liczba potrzebnych wiaderek (14R?)
jest nie wieksza niz N, czyli:

14R?> < N

R<\|%
14

Mozemy uzy¢ standardowych funkcji z bibliotek matematycznych, aby znalez¢ pierwiastek z danej liczby (funkcja sqrt),
oraz obliczy¢ najwieksza liczbe catkowita nieprzekraczajaca danej liczby (funkgja floor (podtoga)).
Wtedy wynikiem (szukana wysokoscia) jest 12 - R.

Lub réwnowaznie:

Wyszukiwanie binarne

Istnieje jednak inne, duzo ciekawsze rozwiazanie, ktére mozna zbudowaé na podstawie algorytmu wyszukiwania bina-
rnego. Zmienmy troche pytanie postawione w zadaniu, i sprobujmy odpowiedzie¢, czy dla danej liczby M, czy jest mozliwe
zbudowanie batwana, dla ktérego M bedzie stanowito promien najmniejszej kuli. Zgodnie ze wczeSniejszymi rozwazeniami,
wystarczy sprawdzié, czy zuzyjemy nie wiecej niz 14M? wiaderek ze $niegiem. Mozemy zatem sprawdzi¢ dla kolejnych
wartosci M od 1 do nieskonczonosci, kiedy przekroczymy liczbe N wiaderek ze Sniegiem — odpowiedzia bedzie ostatnie M
dla ktérego byto to mozliwe.

Oczywiscie wynik moze by¢ bardzo duzy (rzedu kilkuset milionéw). Skupmy sie zatem na szybszym wyznaczeniu
maksymalnego M, dla ktérego jest mozliwe ulepienie batwana. De facto M jest czym$ co mozemy nazwac "punktem
granicznym" — dla kazdej wartosci niewiekszej od M (w tym M) jest mozliwe zbudowanie batwana, natomiast dla kazde;
wartosci powyzej M nie jest to mozliwe.

Niech A bedzie liczba, dla ktérej na pewno wiemy, ze mozemy zbudowaé batwana, gdzie najmniejszy promien to A,
natomiast niech B — pewnga liczbg dla ktérej nie mozemy juz zbudowac batwana, bo nie mamy wystarczajaco wiaderek ze
Sniegiem. Wiemy, ze punkt graniczny M znajduje sie pomiedzy A i B.
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A M B
Teraz zamiast sprawdza¢ wszystkie liczby pomiedzy A | B po kolei. Mozemy sprawdzi¢ odpowiedz dla dowolnego punktu

pomiedzy A i B, powiedzmy W. Jezeli odpowiedzZ bedzie pozytywna — oznacza to, ze punkt M musi znajdowac sie pomiedzy
Wi B.

A W M B
W przeciwnym wypadku, jezeli odpowiedzZ bedzie negatywna, punkt M musi znajdowac sie pomiedzy A i W.

\
A M w B

Teraz jezeli wybierzemy nasz punkt W sprytnie, to mozemy pozby¢ sie sporej czesci liczb, ktére musimy sprawdzic.
Konkretniej, zawsze optaca sie wybra¢ punkt posrodku, pomiedzy A i B. Wtedy zawsze liczbe liczb, ktére musimy sprawdzic,
zmniejszamy o potowe.

Algorytm ten konczy sie, kiedy znalezliSmy nasz punkt graniczny, czyli M. Oznacza, to ze musimy miec takie A i B,
dla ktérych A+1 = B, jako ze A zawsze bedzie liczba, dla ktérej odpowiedzia jest TAK, a B zawsze bedzie liczba dla ktérej
odpowiedzia jest NIE.

To jest idea catego algorytmu. Opowiemy teraz jak go zaimplementowac.

Zaczynamy od ustalenia wartoéci A i B, tak aby wynik zawsze miescit sie pomiedzy tymi wartosciami, a takze zebySmy
byli pewni ze dla wartosci A mozemy zawsze wybudowa¢ batwana, a dla wartosci B nie byto to mozliwe. Warto takze zwrécic¢
uwage, zeby B nie byto zbyt duze. Po pierwsze, im mniejsze B, tym mniej wartosci musimy przejrze¢. Po drugie zbyt duza
wartos¢ B moze spowodowaé, ze operacje arytmetyczne moga spowodowaé wyjscie poza typ liczb, ktére zastosowalismy.
W tym zadaniu proponujemy wybranie np. A =1 oraz B = 10°.

Kiedy wybralismy juz te wartosci, w petli while sprawdzamy czy réznica pomiedzy A i B wynosi wiecej niz 1. Jezeli
tak, to wybieramy warto$¢ pomiedzy A i B, powiedzmy M = AEB. Dla danego M sprawdzamy, czy mamy wystarczajaco
duzo $niegu, aby zbudowa¢ tego batwana, czyli sprawdzamy czy 14M? < N. Jezeli ten warunek jest spetniony, to ustalamy
nowe A jako M. Jezeli nie — B = M. Kiedy finalnie A+ 1 = B i wyjdziemy z petli, wiemy ze A jest maksymalnym mozliwym
promieniem najmniejszej kuli, zatem mozemy po prostu wypisa¢ 12 - A.

Notka od autora: Warto zauwazy¢, ze w naszym $Swiecie, aby zbudowac¢ kule $niegu, potrzebujemy zwykle ilosci $niegu,
ktorej wartos¢ zalezy szeSciennie od promienia kuli. Czy oznacza to, ze Bajtocja jest Swiatem 2D7 A moze autor zadania
nie chciat wymagac od zawodnikéw obliczania pierwiastka szeSciennego? Pewnie nigdy sie nie dowiemy...

Roéznorodny ciag

Zastanéwmy sie najpierw, jakie operacje musimy wykonac¢. Nastepnie pokazemy jak te operacje wykona¢ szybko.

Skupmy sie najpierw na najwiekszej wartosci w ciggu. Jezeli jest to 0, to nie musimy nic robi¢. Zaktadamy dalej, ze ta
najwieksza wartos¢ jest wieksza niz 0. Jezeli mamy doktadnie jeden element o maksymalnej wartosci (oznaczmy ta wartosé
przez W), to ponownie nie musimy nic robi¢ — mozemy nawet usuna¢ ten element z ciggu. Jezeli mamy wiecej niz jeden
element o tej wartosci to musimy uzy¢ po jednej operacji na wszystkich elementach poza jednym, tak aby pozostat tylko
jeden element o wartosci W.

Zwr6Emy uwage, ze moze to nam spowodowac kolejne problemy (teraz mozemy mie¢ za duzo elementéw o wartosci
W —1). Mozemy jednak zastosowac ten sam algorytm do kolejnej wartosci i kontynuowa¢, péki nie dojdziemy do 0. Mozna

Szkice rozwigzan Olimpiada finansowana jest ze Srodkéw Ministerstwa Edukacji i Nauki
© Olimpiada Informatyczna Junioréw, 2024 w ramach zadania publicznego ,Organizacja i przeprowadzenie olimpiad
oij.edu.pl i turniejéw w latach szkolnych 2022/2023, 2023/2024, 2024 /2025".



https://oij.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pl

pokazag¢, ze ten algorytm prowadzi do minimalnej liczby operacji — intuicyjnie wida¢, ze wszystkie operacje sg "wymuszone"
i nie wykonujemy zadnych niepotrzebnych operacji.

Teraz pomysimy jak zaimplementowac ten algorytm. Oczywiscie mozemy za kazdym razem znalez¢é maksymalnag wartosé
i zmniejszac¢ o jeden wszystkie elementy o tej wartosci poza jednym, jednak mozemy pokazaé, ze zajmie to nie tylko duzo
czasu, ale takze operacji. Wyobrazmy sobie, ze zaczynamy do N = 100000 elementéw, wszystkie réwne 10%. Wtedy
musimy uzy¢ 99999 operacji i bedziemy mieli 99999 elementéw o wartosci 99999. W kolejnym kroku uzyjemy 99 998
operacji i zostaniemy z 99998 elementami o wartosci 99998, i tak dalej...

Zastosujemy zatem inng strategie. Bedziemy utrzymywali tablice wystapienia, w ktoérej indeksami beda wartosci
ciagu, a jej wartosciami — ile razy mamy ta warto$¢ w naszym ciagu. Teraz mozemy fatwiej zaimplementowac nasz
algorytm. Przegladamy te tablice od prawej do lewej (od najwiekszej wartosci do najmniejszej). Kiedy widzimy, ze wartosé
wystapienia[i] w tej tablicy jest wieksza niz 1 (co oznacza to ze mamy wiecej niz jeden element o wartosci i), wykonujemy
Jjedna operacje na wystapieniali] — 1 elementach réwnych 1, co powoduje, ze zmniejszamy wystapienia[i] do 1, a do
wystapieniali — 1] dodajemy wystapieniali] — 1. Liczba operacji wzrasta o wystapienial[i] — 1. Kontynuujemy ten
algorytm dopoki nie dojdziemy do 0.

Domek

Jako ze $niezynki moga spadac wytacznie w dét, mozemy zauwazyé, ze kazda kolumne mozemy rozwazac osobno.

W kazdej kolumnie, znaki # stanowia przeszkody, ktérych Sniezynki nie moga przekracza¢. Znaki te dziela zatem nasze
kolumny na segmenty, w ktérych $niezynki moga sie przemieszcza¢ (wytacznie w dot).

Mozemy przesuwac $niezynki w tych segmentach pojedynczo, jednak moze sie to okaza¢ czasochtonne. Duzo fatwiej
Jjest zauwazy¢, ze wszystkie Sniezynki finalnie spadng na sam do6t tego segmentu, zatem mozemy jedynie zliczy¢ ile Sniezynek
mamy w tym segmencie i wypetni¢ dét tego segmentu tyloma Sniezynkami, ile mamy w danym segmencie, a pozostata
czes¢ segmentu pozostawi¢ pusta.

segment z dwoma Sniezynkami

L]
EEa N

segment z jedng Sniezynka

segment z jedna $niezynka

0 L

(4[]

segment z zeroma Sniezynkami

;
;

]

T 2 3 3 e [
L]

L]
T 2

Wykonujemy ten algorytm dla kazdej kolumny naszego rysunku, a nastepnie wypisujemy caty rysunek.

ou

Zacznijmy od kilku pomystéw, ktére nie doprowadzaja co prawda bezposrednio do poprawnego rozwigzania zadania, ale
buduja intuicje, jak mozna mysle¢ o zadaniu i prowadza do ostatecznej konstrukcji, ktérej uzyjemy.

Zatézmy, ze wartos¢ N (oczekiwana liczba podciagéw 0IJ napisu, ktéry mamy wypisac) jest niewielka. Moglibysmy
wypisac napis postaci:

Szkice rozwigzan Olimpiada finansowana jest ze Srodkéw Ministerstwa Edukacji i Nauki
© Olimpiada Informatyczna Junioréw, 2024 w ramach zadania publicznego ,Organizacja i przeprowadzenie olimpiad
oij.edu.pl i turniejéw w latach szkolnych 2022/2023, 2023/2024, 2024 /2025".



https://oij.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pl

0IJJ...J
N———

N

Istotnie, kazdy podciag 0IJ sktada sie wtedy pierwszej i drugiej literki wypisanego napisu oraz jednej z N dostepnych
liter J. Jedynym problemem z tym podejsciem jest to, ze kazdy dodatkowy podcigg 0IJ wymaga dodatkowej literki J
W wypisanym napisie, a warunki zadania wymuszaja oszczedne gospodarowanie wypisywanymi literkami (dtugos¢ wypisanego
napisu nie moze przekroczy¢ 6000 pomimo tego, ze N < 107).

Pewna optymalizacja powyzszego pomystu bytoby zastosowanie napisu postaci:

00...0IT...TJJ...J
———— —— ——

a b c

W ten sposéb moglibySmy poradzi¢ sobie z kazdym N, ktére datoby sie zapisa¢ jako iloczyn trzech stosunkowo matych
czynnikéw (o tacznej sumie nie przekraczajacej 6 000). Przyktadowo, jezeli N = 8 765432 = 2-2-2-13-89-947, moglibysmy
przyjaa =2-2-2-13 =104,b = 89,c = 947 | wtedy kazda ze 104 pierwszych literek 0 z kazda z kolejnych 89 literek I
z kazda z kolejnych 947 literek J tworzy podciag 0IJ. UzyskaliSmy wiec zadana liczbe podciagéw abc = N.

Niestety, nie kazda liczba moze by¢ przedstawiona jako iloczyn trzech matych czynnikéw. Wystarczy, aby w rozktadzie
na czynniki pierwsze liczby N znajdowat sie czynnik wiekszy niz 6 000 i takie rozwiazanie nie moze dziatac. Powodem jest
to, ze w ten sposéb potrafimy robi¢ jedynie redukcje multiplikatywna problemu: majac za cel uzyskanie N podciagéw 01J,
mozemy to sprowadzi¢ do problemu uzyskania % podciaggéw IJ dla dowolnego a (przy zatozeniu, ze N jest wielokrotnoscia
a). Przydatoby sie réwniez stworzy¢ sobie sposéb na redukcje addytywna, tzn. na przyktad zamieniajaca problem uzyskania
N podciggéw 0IJ na N —a podciggéw IJ. Jest to niestety troche ,mys$lenie zyczeniowe”, poniewaz doktadnie takiej redukgji
nie da sie stworzy¢, ale mozliwe jest uzyskanie niewiele gorszego rezultatu.

Bedziemy analizowa¢ ciagi postaci:
0rJJg...JIir...1JJ...Jo0...01r...13J3...3
——

a b c d e f

Wszystkie podciagi 01J sa wtedy postaci (mate literki oznaczaja odpowiedni znak z grupy powyzej):

e 0Ia (jest ich a),

e 0Ic (jestich ¢),

e 0If (jestich f),

e 0bc (jest ich be),

e 0bf (jestich bf),

e Oef (jestich ef),

e def (jest ich def).

tacznie wiec, stowem tej postaci, uzyskamy a+c+ f+bc+bf +ef + def podciagow 0IJ. Naszym celem jest teraz
dobra¢ wartosci zmiennych a, b, ..., f, zeby wartosC tego wyrazenia byta réwna liczbie N wczytanej z wejscia.

Zwiekszenie a o 1 pozwala precyzyjnie zwiekszy¢ liczbe podciaggéw 0IJ o 1, jak w poczatkowym pomysle.

Zwigkszenie ¢ o 1 pozwala zwiekszy¢ liczbe podciagéw 0IJ o b+ 1. Gdyby dobra¢ b = 999, mozliwe jest precyzyjne
zwiekszanie liczby podciagéw o 1000, dodajac jedynie jedna literke (zwiekszajac ¢ o 1).

Zwiekszenie e o 1 pozwala zwiekszy¢ liczbe podciagéw 0IJ o f + df. Gdyby dobraé d = 999 oraz f = 1000, mozliwe
jest precyzyjne zwiekszanie liczby podciagéw o 1000000, dodajac jedynie jedna literke (zwiekszajac e o 1).

Mozemy wiec przedstawic¢ liczbe N w systemie o podstawie 1000 i ,cyfry” (piszemy w cudzystowie, bo w tym systemie
cyfry sa od 0 do 999 wiacznie) jednosci, tysiecy i milionéw podstawi¢ do zmiennych a, ¢ oraz e.

Bardziej precyzyjnie, wystarczy przyjac:

e ¢ — | (N =1000000)/1 000000,
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e ¢ — | (N =1000000)/1000] mod 1000,
® a «— (N —1000000) mod 1000.

To bardzo korzystne, bo kazda grupa literek bedzie miata co najwyzej 999 znakéw, poza grupa f, ktéra bedzie miata
1000. A zatem, w kazdym przypadku, dla N < 10°, uzyjemy mniej niz zaktadany limit 6000 znakéw.

To bytby juz koniec, gdyby nie fakt, ze, niejako ,przez przypadek”, utworzyliSmy jeszcze podciggi 01J, ktdre nie zawieraja
znakéw z grup a, ¢ oraz e. Jest ich doktadnie f + bf = 1000000, a wiec obecne rozwiazanie dziata jedynie dla N > 106,
jezeli przyjac e o 1 mniejsze niz liczba petnych milionéw w N (jak zrobilismy to nie komentujac tego we wzorach powyzej).

Dla mniejszych N mozliwe jest jednak analogiczne dziatanie, przyjmujac mniejsze podstawy systemow pozycyjnych.
Przyktadowo:

e dla N € [10000, 999 999] mozemy przyja¢ b =99,d =99, f = 100 (system pozycyjny o podstawie 100),
e dla N € [100,9999] mozemy przyja¢ b =9,d =9, f = 10 (system pozycyjny o podstawie 10),

e dla N < 99 mozemy po prostu wypisa¢ napis 0IJ..J jak w poczatkowym pomyséle, zawierajacy tyle samo J ile jest
réowne N.

Podzielnos¢

Sprébujemy rozwiagzac to zadanie uzywajac informacji o podzadaniach.

Rozwigzanie dla K € {3,9}

Reguta podzielnosci przez 3 i 9 dotyczy sumy cyfr liczby. Liczba jest podzielna przez 3 lub 9 wtedy i tylko wtedy, gdy
Jjej suma cyfr jest podzielna przez, odpowiednio, 3 lub 9.

Jezeli zatem suma cyfr podanych na wejsciu jest niepodzielna przez K, wypisujemy 0 i konczymy. W przeciwnym razie,
dowolne ustawienie cyfr liczby N tworzy liczbe podzielng przez K i wystarczy policzy¢ ile jest takich ustawien.

Niech C; oznacza liczbe dostepnych cyfr i w liczbie N, zas C = Co+C1 +. ..+ Cq i wyobrazmy sobie, ze kazda cyfra jest
pomalowana pewnym (innym dla kazdej cyfry) kolorem. W ten sposéb nawet te same cyfry staja sie rozréznialne. Wéwczas
mozemy je ustawi¢ na C! sposobow. W ten sposéb niepotrzebnie jednak osobno policzyliSmy ustawienia tych samych cyfr,
ale inaczej pomalowanych. Przyktadowo, jezeli dostepne byty trzy jedynki oraz dwie piatki, to kazda liczba zostata policzona
12 razy: kazde z szeSciu ustawien jedynek w réznych kolorach z kazdym z dwdch ustawien pigtek w réznych kolorach zostato
policzone osobno. W ogdlnosci, kazda liczba zostata policzona R = Cy! - Cq!- ... Cy! razy. Wystarczy wiec podzieli¢ C!
przez R, aby kazda istotnie r6zna liczbe (juz bez rozréznienia koloréw cyfr) policzy¢ doktadnie raz.

W ten sposéb uzyskaliSmy wzoér na tzw. ,kombinacje z powtérzeniami”, ktéry pozwala rozwigza¢ podzadanie dla K €
{3,9}:

C!
Co!-Cqi!...Cy!
Nalezy by¢ ostroznym przy doborze zakresu zmiennych: dla danych z zadania, warto$¢ C! ledwie miesci sie w zakresie
zmiennej 64-bitowej long long int w C++.

Rozwiazanie dla K € {2, 5,10}

Reguty podzielnosci przez 2, 5, 10 dotycza jedynie ostatniej cyfry, ktéra musi by¢ podzielna przez odpowiednio 2, 5 oraz
10, aby cata liczba byta podzielna przez 2, 5 lub 10.

Zadanie sprowadza sie wiec do ustalenia na ile sposobéw mozna przestawi¢ cyfry liczby N, aby na koncu znalazta
sie jedna z odpowiednich cyfr. Te ostatnia cyfre mozna zgadna¢ (przetestowac wszystkie dostepne mozliwosci) i usunaé
z multizbioru dostepnych cyfr (zmniejszy¢ odpowiednie C;). Te pozostate cyfry mozemy ustawi¢ w kolejnosci jak chcemy
(a liczbe sposobéw na jakie mozemy tego dokonac ustalamy jak w rozwiazaniu dla K € {3,9}).
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Rozwigzanie dla K =6

Liczba jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 oraz 3.
W zwiazku z tym wystarczy potaczy¢ pomyst dla K = 2 oraz K = 3: sprawdzi¢ czy suma cyfr jest podzielna przez 3
(i wypisa¢ 0 jezeli nie) i uruchomi¢ rozwiazanie dla K = 2.

Rozwigzanie dla K € {4, 8}

Poniewaz 4 jest dzielnikiem 100, zas 8 jest dzielnikiem 1000, aby stwierdzi¢ czy liczba jest podzielna przez 4, wystarczy
sprawdzi¢ czy liczba uzyskana z dwéch ostatnich cyfr liczby N sie dzieli przez 4. Analogicznie, podzielno$¢ N przez 8 wynika
z podzielnosci liczby uzyskanej z trzech ostatnich cyfr liczby N przez 8.

Dla K =4, mozliwe jest zatem zgadniecie kazdej koncéwki {00, 04,08, ...,96}, zmniejszenie odpowiednich C7, na wzér
rozwiagzania dla K € {2,5,10} i zsumowanie wynikéw. Analogicznie, dla K = 8 wystarczy sprawdzi¢ kazda koncéwke
{000, 008,016, . ..,992}.

Rozwigzanie dla K =7

Skonstruujemy rozwigzanie ogélne, ktére bedzie dziatato dla dowolnego K, réwniez tych, ktére juz rozwazyliSmy, a nawet
dla nieco wiekszych K niz dozwolone w zadaniu i wyprowadzimy ogdlna ceche podzielnosci przez dowolna liczbe.

Zatézmy, ze konstruujemy liczbe podzielng przez K, stawiajac cyfry od lewej do prawej (od najbardziej do najmniej
znaczacej pozycji dziesiatkowej). Powiedzmy, ze uzylismy juz kilku cyfr i ustalilismy poczatkowy fragment F liczby. Kluczowa
obserwacja jest taka, ze analizujac jak zmienia sie podzielno$¢ przez K, po dostawieniu do F cyfry ¢ z prawej strony,
nie potrzebujemy wcale doktadnie zna¢ catego fragmentu F. Wystarczy znac reszte z dzielenia F przez K, czyli wartos¢
F mod K. Istotnie, jezeli F dawat reszte r z dzielenia przez K, to po dostawieniu cyfry ¢ z prawej strony F, otrzymamy
liczbe, ktéra daje reszte (10r + ¢) mod K.

Sprébujemy skorzystac z techniki programowania dynamicznego. Bedziemy pamietac ciag (Cy, C1, ..., Cg) liczb uzytych
cyfr kazdego rodzaju oraz uzyskang juz reszte r z dzielenia przez K z juz zapisanego fragmentu F liczby. Woynikiem
takiego podproblemu (nazwijmy go R[(Co,C1,...,Co)][r]) jest liczba fragmentéw F, ktére daja reszte r, ktére daja sie
skonstruowa¢ zuzywajac konkretny (multi)podzbiér cyfr: doktadnie Cy cyfr zero, Cy cyfr jeden, ..., Cy cyfr dziewiec.

Przechodzenie miedzy tymi podproblemami w zasadzie zostato juz opisane: znajac v = R[(Cyp, Cy, ..., Cgy)][r] mozemy
powiekszy¢ (dla i € {0,1,...,9}) o v kazdy z wynikéw R[(Cy,C1,...,Ci,...,Co)][(10r +i) mod K]. Startujemy ze stanu
R[(0,0,...,0)][0] =1 (,pusta” liczba jest jedna, nie zuzywa zadnych cyfr i ma reszte 0), a ostatecznie naszym celem jest
obliczy¢ wartos$¢ stanu R[(Cy, C1,...,Cy)][0], dla ciagu (Cy, Cy,...,Cy) odpowiadajacego liczbie N z wejscia.

Takich stanéw nie ma w przypadku naszego zadania zbyt wiele: jest ich na pewno nie wiecej niz 212-7 (liczba podzbioréw
pozycji uzytych cyfr w liczbie N razy liczba reszt z dzielenia przez 7). W praktyce znacznie mniej, bo naiwnie liczac (tak
jak w analizie z poprzednich podzadan) niepotrzebnie rozréznilismy te same cyfry ,w réznych kolorach”.

Aby unikna¢ potrzeby tworzenia tablicy jedenastowymiarowej (tworzenia osobnej indeksacji dla kazdego C; oraz r z os-
obna), mozemy zakodowac ciag (Cy,C1,...,Cy) w jednej liczbie 64-bitowej: wystarczy ostatnie pie¢ bitéw poswieci¢
na zapisanie Cy (pozwalajacych zakodowa¢ wartosci od 0 do 31 wtacznie, czyli wiecej niz potrzebujemy), kolejne pie¢ bitéw
na zapisanie Cy itd. Innymi stowy: ciag (Cg, C1,...,Cy) mozna zapisac jako liczbe w systemie pozycyjnym o podstawie 32:
B=Cy+32-C; +32%2-Cy+...+32°-Cy. Zaleta tego rozwiazania (przyjecia konkretnie podstawy 32 zamiast na przykfad
18, 19 lub 20) jest mozliwo$¢ uzycia masek bitowych do ,pakowania” i ,rozpakowywania” tej reprezentacji. Aby utworzy¢
tablice stanéw, ktére wystepuja w zadaniu nalezy uzy¢ stownika (std: :unordered_map w C++ lub dict w Pythonie).
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