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1. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python

int f(int x, int y, int z) { def f(x, y, 2):
return y * z + Xx; return y * z + X

}

Jaki bedzie wynik wywotania £(2, 3, 4)7

14

Rozwiazanie: Funkcja przyjmuje parametry w kolejnosci (x,y, z) (wskazuje na to definicja funkcji podana w pierwszym
wierszu kodu) i zwraca wartos¢ wyrazenia y - z +x. Dla podanych wartosci x « 2, y « 3, z < 4 jest to 3-4+2 = 14.

2. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
string f(string s) { def f(s):
string wynik; wynik = 7’
for (char ¢ : s) { for ¢ in s:
if (c == ’a’) continue; if ¢ == ’a’: continue
wynik.push_back(c); wynik += c
} return wynik
return wynik;
}
Jaki bedzie wynik wywotania f ("bajtazar")?
bjtzr

Rozwiazanie: Funkcja przeglada kolejne znaki napisu podanego jako parametr (od lewej do prawej). Znak ’a’ jest
ignorowany: instrukcja continue w obu jezykach powoduje przerwanie biezacej iteracji petli i wykonanie nastepnej
iteracji od poczatku, juz z nowa wartoscia zmiennej iterujacej (w tym przypadku zmiennej c). Wszystkie inne znaki
zostana doklejone na koicu wyniku. Ostatecznie uzyskamy napis jak w argumencie funkcji po pominieciu wszystkich
wystapien litery ’a’.
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3. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
string f(string s) { def f(s):
string wynik; wynik = 7’
int ile = 1; ile = 1
for (char ¢ : s) { for ¢ in s:
for (int 1 = 0; i < ile; i++) for i in range(ile):
wynik.push_back(c); wynik += c
ilet+; ile += 1
} return wynik
return wynik;
}
Jaki bedzie wynik wywotania f ("test")?
teessstttt

Rozwigzanie: Funkcja przetwarza kolejne znaki napisu podanego na wejéciu jako parametr funkgji i w kazdym kroku
dokleja na koncu wyniku kolejno jedna, dwie, trzy, ..., k kopii znaku odpowiednio w pierwszej, drugiej, trzeciej, ..., k-tej
iteracji.

4. Zaznacz wszystkie liczby parzyste.

O 1010101012 (liczba jest zapisana w systemie dwdjkowym)
XK 109

O 710 . 511

K1+2+3+...+100

Rozwiazanie: Liczby konczace sie na 1 w systemie dwdjkowym s3 nieparzyste, stad pierwsza odpowiedZ jest btedna.
Liczba 10 (miliard) jest oczywiscie parzysta, wiec druga odpowiedZ jest poprawna. Liczby 7 oraz 5 sa nieparzyste, stad
iloczyn dowolnie wielu z nich jest liczba nieparzysta, wiec trzecia odpowiedz jest btedna. W sumie 1+2+3+...+100 jest
piecdziesiat liczb nieparzystych i pie¢dziesiat parzystych. Suma dwéch liczb nieparzystych jest liczba parzysta, a suma
dowolnie wielu liczb parzystych jest liczba parzysta. Z tego wynika, ze ostatnia odpowiedz jest prawidtowa.

5. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python

int f(int n) { def f(n):
int wynik = O; wynik = 0
for (int 1 = 0; i < n; i++) for i in range(n):

for (int j = 0; j < m; j++) for j in range(n):
for (int k = 0; k < n; k++) for k in range(n):
wynik++; wynik += 1

return wynik; return wynik

}

Jaki powinien by¢ argument n, aby f (n) = 647

4

Rozwiazanie: Funkcja (w bardzo nieoptymalny sposéb) oblicza szescian liczby podanej jako argument. Jesli bowiem do
funkcji podano n jako argument, na doktadnie n sposobéw mozna wybraé warto$¢ zmiennej i, a wiec na n2 sposobéw
mozna wybraé¢ warto$¢ pary zmiennych (i, j), czyli na n3 sposobéw wartosé tréjki (i, j, k). Kazda taka tréjka spowoduje
powiegkszenie wyniku o 1. Wiedzac, ze wynikiem funkgji jest 64, aby obliczy¢ argument, z jakim funkcja zostata uru-
chomiona, wystarczy obliczy¢ pierwiastek szescienny z tej liczby. Odpowiedziag jest wiec V64 = 4. Wartos¢ tego pier-
wiastka mozna zgadna¢, prébujac kolejne wartosci potencjalnych argumentéw lub przeprowadzajac na kartce technike
wyszukiwania binarnego.
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6. Bajtek ma zero dukatéw i spotkat Alladyna. Jezeli powie mu A, otrzyma jednego dukata, jezeli za§ powie mu B,
otrzyma drugie tyle dukatéw ile juz posiada. Bajtek moze powiedzie¢ wiele zakle¢ po kolei: przyktadowo, jezeli
powie AAABA, to bedzie miat 7 dukatow (0 - 1 —» 2 —» 3 — 6 — 7). Wymien jedna litere¢ w stowie AAABA na inna,
zeby Bajtek zamiast siedmiu, uzyskat 9 dukatéw. Jako odpowiedz podaj nowy, zmieniony, piecioliterowy napis.

AABBA

Rozwiazanie: tatwo przekona¢ sie (na przyktad sprawdzajac wszystkie pie¢ mozliwosci wymiany pojedynczego znaku
na przeciwny), ze jedynym rozwigzaniem jest AABBA (0 > 1 —>2—>4 —>8 —9).

7. Rozwazmy ponizsza funkcje rekurencyjna:

wersja C++ wersja Python
int f(int n) { def f(n):
if (n <= 9) return n; if n <= 9: return n
int s = 0; s =0
while (n > 0) { while n > O:
s +=n % 10; s +=n % 10
n /= 10; n //= 10
} return f(s)
return f(s);
¥
lle jest r6znych parametréw n (liczb naturalnych) z przedziatu od 1 do 10000 wiacznie, dla ktérych £ (n) =17
1112

Rozwiazanie: Funkcja f(-) tak naprawde (dla liczb nieujemnych) zwraca reszte z dzielenia argumentu przez 9 (lub
warto$¢ 9, gdy reszta wynosi 0). Wynika to z reguty podzielnosci przez 9: dowolna liczba daje taka sama reszte
z dzielenia przez 9 co jej suma cyfr. A zatem pytanie upraszcza sie do ustalenia liczby liczb naturalnych od 1 do 10000,
ktére daja reszte 1 przy dzieleniu przez 9. Dla liczb od 1 do 9999 jest 2929 = 1111 liczb dajacych kazda z reszt
0,1,...,8, aliczba 10000 daje reszte 1, stad odpowiedzig jest 1111 +1=1112.

8. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
string f(string s) { def f(s):
string wynik; wynik = ?’
for (char c¢ : s) { for ¢ in s:
if (¢ == ’z’) if ¢ == 2z’
wynik.push_back(’a’) ; wynik += ’a’
else else:
wynik.push_back(c + 1); wynik += chr(ord(c) + 1)
} return wynik
return wynik;

}

Jaki byt argument s, jezeli wywotanie f (s) zwrécito "abebojf"?

zadanie

Rozwiazanie: Funkcja f(-) wykonuje szyfr Cezara z przesunieciem o 1 (litera >z’ zmieniana jest na ’a’, za$ kazda
inna litera przesuwana jest na nastepna w alfabecie angielskim, zgodnie z kolejnoscia znakéw w tablicy ASCII). Aby
odszyfrowa¢ napis wystarczy wiec cofnac kazdy znak o jedna pozycje w alfabecie angielskim (pamietajac, zeby litere *a’

przesunac na ’z’).
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9. lle jest liczb naturalnych z przedziatu od 1 do 200 wiacznie, w ktérych w zapisie w systemie dwojkowym (bez zer
wiodacych) wystepuje przynajmniej pie¢ zer z rzedu?
11

Rozwigzanie: Gdyby te pie¢ zer miato by¢ na koncu zapisu dwdéjkowego, uzyskalibySmy liczby podzielne przez 32. Jest
ich L%J =6 (najwieksza z nich to 6-32 = 192). Gdyby jednak zapis dwdjkowy koriczyt sie na piec zer i pozniej jedynke,
mamy nowe trzy liczby (najwieksza z nich to 193). Nalezy jeszcze doliczy¢ liczby 100000102 = 130 oraz 100000112 = 131.
Razem jest 6 + 3+ 2 = 11 liczb spetniajacych warunki zadania.

10. Dana jest plansza ztozona z czarnych i biatych kwadratéw. Pionek zaczyna od pola oznaczonego kétkiem i w jednym
ruchu moze przesunac sie jedynie na pole biate w jednym z czterech podstawowych kierunkéw: o jedno pole w goére,
doét, lewo lub prawo. lle jest pol, na ktore pionek moze dojS¢ w co najwyzej czterech ruchach? Wliczamy réwniez
pole poczatkowe.

18

Rozwiazanie: Wystarczy dla kazdego pola ustali¢ jego odlegtos¢ (w sensie liczby ruchéw) od pola poczatkowego. Mozna
tez pomina¢ pola z odlegtoscia wieksza niz 4.
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11. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n) { def f(n):
int wynik = O; wynik = 0
int mnoznik = 1; mnoznik = 1
while (n > 0) { while n > O:
wynik += mnoznik * (n % 2); wynik += mnoznik * (n % 2)
n /= 2; n//=2
mnoznik++; mnoznik += 1
} return wynik
return wynik;
}
Podaj najmniejsza dodatnia warto$¢ parametru n, dla ktérej wywotanie f (n) zwrdci 17.
55

Rozwigzanie: Funkcja f(-) znajduje zapis dwdjkowy liczby n i dodaje do wyniku 1,2,3, ..., k, gdy pierwszy, drugi, trzeci,
..., k-ty bit od konca jest jedynka. Naszym celem jest wiec znalez¢ najmniejsza liczbe, ktéra ma zapalone bity w taki
sposéb, aby uzyska¢ sume 17. Najpierw zauwazamy, ze poniewaz 1+2+3+4+5 =15 < 17, potrzebujemy co najmniej
szesciu bitéw. Szosty bit od konca bedzie wart 6 i musimy go zapali¢. Z pozostatych pieciu bitéw musimy uzbierac
sume 11. Mozna to osiagnac¢ na dwa sposoby: albo 1 +2+3+5 albo 2+4+ 5. Pierwsza opcja odpowiada mniejszej
liczbie, a zatem liczba ktoérej poszukujemy to 1101115 = 55.

Rozwiazania testu wiedzy algorytmicznej Olimpiada finansowana jest ze Srodkéw Ministerstwa Edukacji i Nauki
© Olimpiada Informatyczna Junioréw, 2023 w ramach zadania publicznego ,Organizacja i przeprowadzenie olimpiad
oij.edu.pl i turniejéw w latach szkolnych 2022/2023, 2023/2024, 2024 /2025".



https://oij.edu.pl
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pl

12. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
bool f(string s) { def f(s):
vector<bool> zaznaczone(15, false); zaznaczone = [False] * 15
int pozycja = 0; pozycja = 0
zaznaczone [pozycjal = true; zaznaczone [pozycjal = True
for (char x : s) { for x in s:
if (x == ’a’) pozycja += b; if x == ’a’: pozycja += 5
else if (x == ’b’) pozycja -= 2; elif x == ’b’: pozycja -= 2
else return false; else: return False
if ((pozycja < 0) || (pozycja > 14)) if (pozycja < 0) or (pozycja > 14):
return false; return False
if (zaznaczone[pozycjal) return false; if zaznaczone[pozycjal: return False
zaznaczone [pozycjal = true; zaznaczone [pozycjal = True
} for i in range(15):
for (int i = 0; i < 15; i++) if not zaznaczonel[i]: return False
if (!zaznaczone[i]) return false; return True
return true;
}
Podaj wartos¢ parametru s, dla ktérego wywotanie f (s) zwrdci true/True.
abbabbaabbabba

Rozwigzanie: Aby funkcja f(-) zwrdcita prawde, musimy rozwigzac ciekawa zagadke. Rozwazmy plansze o wymiarach
1 x 15, z polami ponumerowanymi 0,1,2,...,14. Na poczatku mamy pionek na pozycji numer 0. W jednym ruchu
mozemy przesunac¢ pionek o pie¢ pdl do przodu (wstawiajac w napisie s litere *a’) lub o dwa pola do tytu (wstawiajac
litere °b?). Naszym celem jest odwiedzi¢ wszystkie pola planszy (funkcja sprawdza na koncu czy chociaz jedna komoérka
tablicy zaznaczone[] jest fatszem), ale kazde doktadnie raz (funkcja sprawdza za kazdym razem czy odwiedzane pole
nie byto wczesdniej zaznaczone). Niedopuszczalne jest wyjScie poza plansze (funkcja sprawdza zakres pozycji) oraz
uzywanie znakdéw innych niz ’a’ lub ’b’.

Na poczatku mozna wykona¢ co najwyzej dwa ruchy do przodu. Jezeli wykonamy doktadnie dwa, bedziemy na polu numer
10 (parzystym) i nie bedziemy w stanie odwiedzi¢ pola numer 1 nie przechodzac dwukrotnie po wczes$niej odwiedzonym
polu. Zatem pierwszy ruch musi by¢ do przodu, a kolejny do tytu. Metoda préb i btedéw ustalamy (chcac odwiedzi¢
pole numer 1), Ze kolejny ruch réwniez powinien by¢ do tytu. Nastepnie ruch musi by¢ do przodu i znowu dwa do tytu
oraz jeden do przodu i w ten sposéb odwiedzili§my potowe planszy, konczac w polu numer 7. Powtarzajac to samo
rozumowanie odwiedzimy druga potowe planszy i zakonczymy w polu 14. Jedyne mozliwe rozwiazanie jest przedstawione

na rysunku ponizej:
AA

0 1 2 3 4 5 6 718 9 |10 (11|12 |13 |14
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13. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
string f(string s) { def f(s):
string wynik; wynik = 7’
for (char x : s) { for x in s:
if (x == ’b’) wynik += "00"; if x == ’b’: wynik += ’00’°
else if (x == ’d’) wynik += "01"; elif x == ’d’: wynik += ’01°
else if (x == ’e’) wynik += "100"; elif x == ’e’: wynik += 7100’
else if (x == ’0’) wynik += "101"; elif x == ’0’: wynik += ’101’
else if (x == ’r’) wynik += "110"; elif x == ’r’: wynik += 110’
else if (x == ’2z’) wynik += "111"; elif x == ’z’: wynik += 111’
else wynik += "2"; else: wynik = ’2’
} return wynik
return wynik;
}
Podaj warto$c¢ parametru s, dla ktérego wywotanie f(s) = "0110100110111100".
dobrze

Rozwigzanie: Funkcja zamienia podany napis na ciag bitowy, dla uproszczenia zapisywany jako napis ztozony z zer i je-
dynek. Zastosowano tutaj kodowanie bezprefiksowe (kod kazdej litery nie jest poczatkowym fragmentem innego kodu),
stad dowolny napis mozna rozkodowac jednoznacznie metoda zachtanna, poszukujac najkrétszego poczatkowego frag-
mentu, ktéry jest dopuszczalnym kodem (w tym przypadku "01", reprezentujace litere >d’). Analogicznie rozkodowu-
jemy reszte napisu.
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14. lle jest prostokatéw na ponizszym rysunku? Interesuja nas prostokaty o dowolnych wymiarach, ale z bokami jedynie
wzdtuz linii kratek. Przyktadowo, na kratownicy o wymiarach 2 x 2 kwadraty jednostkowe znajduje sie dziewie¢
prostokatow: cztery kwadraty 1 x 1, dwa prostokaty 2 x 1, dwa prostokaty 1 x 2 oraz jeden kwadrat 2 x 2.

264

Rozwiazanie: Podzielmy najpierw rysunek na dwie czesci i policzmy z osobna:
e liczbe prostokatéw w lewej czesci,
e liczbe prostokatow w prawej czesci,

e liczbe prostokatéw przechodzacych przez obie czesci.

Sposéb 1. Rozwazmy problem jednowymiarowy: na pasku 1 x N jesteSmy w stanie wybra¢ spdjny fragment od pewnego
do pewnego kwadratu jednostkowego na N+ (N—-1)+...+1 = (N2+1) sposobdéw (jest N +1 linii pionowych definiujacych
N kwadratéw jednostkowych). Jezeli wrécimy teraz do problemu dwuwymiarowego to prawdopodobnie zauwazymy,
ze wybor prostokata to tak naprawde wybdr paska poziomego (zakresu indekséw wspotrzednych poziomych, ktére
bedzie obejmowat) oraz paska pionowego (zakresu wspdtrzednych pionowych). Kazda mozliwos¢ pozioma z kazda
mozliwoscia pionowa daje unikalny prostokat.

Stad prostokatéow w lewej czesci jest (g) . (g) =21-10 = 210. Analogicznie, prostokatéw w prawej czesci jest (3) . (g) =
6-3=18.

Pozostaje zliczy¢ prostokaty przechodzace miedzy czeSciami: wyboru zakresu wspdtrzednych pionowych mozemy
dokona¢ na trzy sposoby, poczatek zakresu wspétrzednych x'owych na szes¢ sposobéw, a koniec tego zakresu na dwa
sposoby. Daje to nam 3 -6 -2 = 36 réznych prostokatow.

Sumujac uzyskane wartoéci otrzymujemy rozwigzanie zadania: sg 210 + 18 + 36 = 264 prostokaty.

Sposob 2. Dla kazdego kwadratu jednostkowego ustalamy ile jest prostokatow, ktére maja zaczepiony lewy goérny rog
w tym kwadracie jednostkowym. Nastepnie sumujemy wszystkie rozwazone wartosci.

24120|116(12| 8 | 4
18115|12|9 |6 | 3
16(14|12|10| 8 | 6 | 6 | 3
81716543
1
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15. lle jest liczb naturalnych z przedziatu od 1 do 3999 wiacznie, ktére zapisane w systemie rzymskim nie maja dwéch
takich samych znakéw obok siebie? Dla przypomnienia: w systemie rzymskim wystepuja cyfry I, V, X, L, C, D, M
oznaczajace kolejno: 1, 5, 10, 50, 100, 500 oraz 1000. Przyktadowo, zapis liczby 4 to IV, za$ zapis liczby 99 to

XCIX.
431

Rozwiazanie: W rozwiazaniu ponizej zaktadamy, ze liczba 0 ma pusty zapis (bez zadnych znakéw) w systemie rzym-
skim. Wsréd liczb od 0 do 9 mamy sze$¢, ktére nie wymagaja dwoch znakéw obok siebie: 0,1,4,5,6,9 (odpowiednio:
pusty zapis, I, IV, V, VI, IX). Podobnie jest w przypadku petnych dziesiatek: z petnych dziesigtek mozemy wybraé
0, 10, 40, 50, 60, 90 (odpowiednio: pusty zapis, X, XL, L, LX, XC). Analogicznie z cyfra setek w liczbie arabskiej: tylko 0,
100, 400, 500, 600 oraz 900 nie zawieraja dwéch jednakowych znakéw w zapisie rzymskim (odpowiednio: pusty zapis,
C, CD, D, DC, CM). Cyfre tysiecy mozna wybra¢ albo 0 albo 1 (w przeciwnym wypadku powtérza sie litery M).

Zauwazmy teraz, ze konwersja liczby arabskiej na rzymska przebiega poprzez sklejenie zapiséw odpowiednich cyfr arabs-
kich. Skoro tak to kazda z cyfr: jednosci, dziesiatek i setek mozemy wybraé¢ na sze$¢ sposobdw, a cyfre tysiecy na dwa
sposoby. Daje to 63 -2 = 216 - 2 = 432 rézne liczby. W ten sposéb jednak policzyliémy liczbe 0, a w pytaniu chodzito
o zakres liczb od 1 do 3999, stad ostateczna odpowiedZ to 432 — 1 = 431.

16. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n) { def f(n):
n%=7; n%=7
n %= 5; n %= 5
n %= 3; n %= 3
return n; return n
}
Wskaz najmniejsza naturalng warto$¢ parametru n wieksza niz 2, dla ktérej f (n) = 2.
9

Rozwigzanie: Niech n oznacza poczatkowa liczbe, n1 oznacza wartos¢ liczby po wykonaniu operacji reszty z dzielenia
przez 7, a no oznacza wartos¢ liczby po wykonaniu dwoch pierwszych operacji.

Mozliwe jest rozwiazanie zadania ,od konca”. Chcemy, aby nz = 2 (mod 3). Ale n2 = n; mod 5, stad n; mod 5 = 2
(mod 3). Jest pie¢ mozliwych wynikéw dziatania n; mod 5, sa to: 0,1,2,3,4. Jedynie reszta 2 przy dzieleniu przez 5
spetnia warunek ns = 2 (mod 3). Whnioskujac analogicznie dla n oraz ny, dojdziemy do wniosku, ze dane w tym zadaniu
zostaty tak dobrane, ze musi zachodzi¢ n = 2 (mod 7). Skoro nie mozemy dobra¢ n = 2, nastepnym kandydatem jest

n=9.
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17. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n, string s) { def f(n, s):
for (char x : s) { for x in s:
if (x == ’a’) n *= 2; if x == ’a’: n *= 2
if (x == ’b’) n++; if x == ’b’: n +=1
if (x == ’¢’) n /= 2; if x == ’¢c’>: n //= 2
} return n
return n;
}
Podaj najkrétszy mozliwy napis s, dla ktérego wywotanie £ (30, s) zwréci 29.
ccaab

Rozwigzanie: Zaczynamy z n = 30 i naszym celem jest uzyska¢ n = 29 w jak najmniejszej liczbie ruchéw. Mozliwe jest
wykonanie nastepujacych ruchoéw:

e n« 2-n (litera ’a’),
e n—n+1 (litera ’b?),
o n«— 2] (litera ’c’),

Jezeli chcemy uzyska¢ mniejsza liczbe, konieczne jest zastosowanie dzielenia przez 2 co najmniej jeden raz. Po jednym
dzieleniu uzyskamy 15, a po dwoéch: 7. Z wartosci 15 potrzebowalibySmy uzy¢ operacji b’ az czternascie razy. Gdyby
jednak prébowac z 7, moglibysmy dotrze¢ do 29 uzywajac ciagu operacji "aab". Razem z dwoma pierwszymi operacjami
’c’ daje to zaledwie pie¢ ruchéw. Pozostaje jedynie przekonac sie, ze inny ciag operacji nie jest krétszy: préba
poczatkowego powiekszania liczby n wydaje sie bezcelowa (wymusi to wieksza liczbe operacji *c?), a wieksza liczba
operacji >c’ na poczatku prowadzi do dtuzszych ciaggdéw operacji.

Ostatecznie wiec optymalnie jest wykona¢ ciag "ccaab", prowadzacy do 30 —» 15 —» 7 — 14 — 28 — 29.
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18. lle jest réznych sciezek z lewego dolnego rogu do prawego gdérnego rogu ponizszej planszy, ktore przechodza przez
kazde z pietnastu pdl doktadnie jeden raz? W jednym ruchu mozna przesunac sie o jedno pole w jednym z czterech
podstawowych kierunkéw (gora, dét, lewo, prawo). Jedna z poprawnych $ciezek, ktéra réwniez nalezy policzyé,
pokazano na rysunku ponizej.

e Y R

8

Rozwigzanie: Kluczowe jest systematyczne przegladanie mozliwosci, aby mie¢ pewnos¢, ze kazda Sciezke policzymy
doktadnie raz.
Rozpatrzmy osobno przypadki w zaleznosci od liczby ruchéw — na poczatku Sciezki.

Jezeli na poczatku zrobimy:
e cztery ruchy — to dalsza czes¢ Sciezki musi juz wygladac jak na obrazku z zadania (tylko jedna mozliwosc),

e trzy ruchy — i potem 7T to prawe dolne pole planszy zostanie odciete od reszty, stad nie uda sie zakonczy¢ $ciezki
w prawym gornym rogu i odwiedzi¢ wszystkich pdl (zero mozliwosci),

dwa ruchy — i potem T: jest jedna $ciezka:

-k

[ S S
1

== - po

e jeden ruch — i potem T: musimy kontynuowaé¢ «,T,—,—, inaczej skonczymy z niepoprawna $ciezka. Dalej
mozemy kontynuowaé na dwa sposoby:

o il ' 1 ) S e

[ P S

e zero ruchéw — i od razu T: musimy kontynuowaé do samej gory i potem w prawo (T, —).

(a) jezeli nastepny ruch to — to sa dwie mozliwosci:

[A

mERD

1
T
1
¢ Ld - == =4

(b) jezeli za$ nastepny ruch to | to nastepne ruchy musza by¢ |, —. Wtedy sytuacje réwniez mozna dopetni¢
na dwa sposoby:

[ I I il B e R L D
T T 1 1 1
IS SN HHEHE
PO L U U ' o | LTI
Ostatecznie, z przypadkéw wyszto nam 1+ 0+ 1+ 2+ 4 = 8 sposobdw.
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19. Rozwazmy ponizsze funkcje:

wersja C++ wersja Python

int f(int n) { def f(n):
if (n == 0) return O; if n == 0: return O
return f(n / 10) + n % 10; return f(n // 10) + n % 10

¥

def g(n):

int g(int n) { if n == 0: return O
if (n == 0) return 0; return g(n - 1) + f(n)
return g(n - 1) + £(n);

}

Jaki jest wynik wywotania g(200)?

1902

Rozwiazanie: Funkcja g(n) zwraca sume f(1) + f(2) +...+ f(n), zas funkcja f(n) zwraca sume cyfr liczby n w zapisie
dziesietnym. Ostatecznie wiec mamy do obliczenia sume cyfr liczb 1,2,...,200.

Suma cyfr liczb od 1 do 9 wtacznie wynosi 1 +2+...+9 =45. Suma cyfr liczb od 10 do 19 witacznie wynosi o dziesie¢
wiecej (45 + 10). Podobnie, suma cyfr liczb od 20 do 29 wynosi 45 +20. A zatem: suma cyfr liczb od 1 do 99 wynosi
45-10+10+20+ 30+ ...+ 90 = 450 + 450 = 900. Analogicznie, suma cyfr liczb od 100 do 199 wtacznie wynosi
900+ 100 = 1000 (o sto wiecej niz suma cyfr liczb od 1 do 99). Ostatecznie nalezato poda¢ sume cyfr od 1 do 200 czyli
900+ 1000 + 2 = 1902.

20. Jaka jest najwieksza liczba naturalna o sumie cyfr 12 i wszystkich cyfrach réznych?
63210

Rozwigzanie: Liczba, ktdérej szukamy nie moze sie sktadac z szesciu cyfr lub wiecej. Istotnie, sze$¢ najmniejszych cyfr to
0,1,2,3,4,5, aich suma to 0+1+2+3+4+5 = 15 > 12. Stad ograniczamy sie do szukania liczb co najwyzej pieciocyfrowych.
Aby liczba byta jak najwieksza, jej najbardziej znaczaca cyfra powinna by¢ jak najwieksza: jezeli pozostate cyfry to beda
0,1,2,3, mozliwe jest postawienie cyfry 6 jako najbardziej znaczacej. Ustawiajac cyfry od najwiekszej do najmniejszej,
otrzymujemy rozwiazanie: 63 210.
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